
Cognome: Nome: # Matricola: Riga: Col:

Algoritmi e Strutture Dati – 7/1/16

Esercizio 1 – Punti ≥ 4 (Parte A)

Un vettore V contenente n interi si dice 5-crescente se
risulta vero che:

∀i, j : (1 ≤ i, j ≤ n ∧ j ≥ i+ 5)⇒ V [j] > V [i]

Si analizzi la complessità degli algoritmi di ordinamento
MergeSort, QuickSort (versione non probabilistica), In-
sertionSort quando l’input è una sequenza 5-crescente.
Giustificare la risposta, discutendo dei casi pessimo,
medio e ottimo (se è necessario distinguere).

Esercizio 2 – Punti ≥ 8 (Parte A)

Un grafo è un "albero binario alloopato" (si pronuncia
"allupato") se deriva da un albero binario nel modo
seguente: è presente un nodo del grafo per ogni nodo
dell’albero; è presente un arco per ogni coppia (pa-
dre,figlio), orientato dal padre al figlio; è presente un
arco da ogni foglia alla radice dell’albero binario, chiu-
dendo così un ciclo (loop). Gli archi sono pesati da
una funzione w : E → Z; gli archi possono avere peso
negativo, ma non esistono cicli la cui somma dei pesi
sia negativa.
Dati in input un grafo alloopato G = (V,E) con n ≥ 2
nodi, il nodo r radice, la funzione di pesi w e due nodi
u, v, scrivere un algoritmo che restituisca il peso del
cammino minimo da u a v.

Discutere informalmente la correttezza della soluzione
proposta e calcolare la complessità computazionale. La
valutazione terrà conto del costo computazionale del-
la soluzione, tenuto conto che è possibile risolvere il
problema in O(n).
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Esercizio 0 Scrivere correttamente nome, cognome, numero di matricola, riga e colonna.

Esercizio 1 – Punti � 4

Un vettore V di n interi si dice 5-crescente se risulta vero che:

8i, j : (1  i, j  n ^ j � i + 5) ) V [j] > V [i]

Si analizzi la complessità degli algoritmi di ordinamento MergeSort, QuickSort (versione non probabilistica), InsertionSort quando
l’input è una sequenza 5-crescente. Giustificare la risposta, discutendo dei casi pessimo, medio e ottimo (se è necessario distinguere).

Esercizio 2 – Punti � 8

Un grafo è un ”albero binario alloopato” (si pronuncia ”allupato”)
se deriva da un albero binario nel modo seguente: è presente un
nodo del grafo per ogni nodo dell’albero; è presente un arco per
ogni coppia (padre,figlio), orientato dal padre al figlio; è presente un
arco da ogni foglia alla radice dell’albero binario, chiudendo cosı̀
un ciclo (loop). Gli archi sono pesati da una funzione w : E ! Z;
gli archi possono avere peso negativo, ma non esistono cicli la cui
somma dei pesi sia negativa.
Dati in input un grafo alloopato G = (V, E) con n � 2 nodi, il
nodo r radice, la funzione di pesi w e due nodi u, v, scrivere un
algoritmo che restituisca il peso del cammino minimo da u a v.
Discuterne brevemente correttezza e complessità. La valutazione
terrà conto del costo computazionale della soluzione, tenuto conto
che è possibile risolvere il problema in O(n).

Algorithms Lecture ��: Shortest Paths [Fa’��]

The resulting algorithm is almost identical to our earlier algorithm S������SSSP! The first three
lines initialize the shortest path distances, and the last two lines check whether an edge is tense,
and if so, relaxes it. The only feature missing from the new algorithm is explicit maintenance of
predecessors, but that’s easy to add.

Exercises
�. Prove that the following invariant holds for every integer i and every vertex v: After i

phases of Shimbel’s algorithm (in either formulation), dist(v) is at most the length of the
shortest path s�v consisting of at most i edges.

�. Let G be a directed graph with edge weights (which may be positive, negative, or zero),
and let s be an arbitrary vertex of G.

(a) Suppose every vertex v stores a number dist(v). Describe and analyze an algorithm to
determine whether dist(v) is the shortest-path distance from s to v, for every vertex v.

(b) Suppose instead that every vertex v �= s stores a pointer pred(v) to another vertex
in G. Describe and analyze an algorithm to determine whether these predecessor
pointers define a single-source shortest path tree rooted at s.

Do not assume that G contains no negative cycles.

�. A looped tree is a weighted, directed graph built from a binary tree by adding an edge from
every leaf back to the root. Every edge has a non-negative weight.
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A looped tree.

(a) How much time would Dijkstra’s algorithm require to compute the shortest path
between two vertices u and v in a looped tree with n nodes?

(b) Describe and analyze a faster algorithm.

�. Suppose we are given an undirected graph G in which every vertex has a positive weight.

(a) Describe and analyze an algorithm to find a spanning tree of G with minimum total
weight. (The total weight of a spanning tree is the sum of the weights of its vertices.)

(b) Describe and analyze an algorithm to find a path in G from one given vertex s to
another given vertex t with minimum total weight. (The total weight of a path is the
sum of the weights of its vertices.)

�

Esercizio 3 – Punti � 10

Sia dato un insieme X di n intervalli della retta reale, descritti tramite due vettori a[1 . . . n] e b[1 . . . n], dove l’i-esimo intervallo è
descritto da [a[i], b[i]] (estremi inclusi).
La copertura C(X ) di X è l’unione di tutti i punti della retta reale che sono inclusi negli intervalli in X : C(X ) =

S
I2X I

Scrivere un algoritmo che restituisca il più piccolo sottoinsieme Y ✓ X , fra tutti quelli la cui copertura è uguale alla copertura di X
(C(Y) = C(X )s). Discuterne correttezza e complessità.
Ad esempio, dati gli intervalli X = {[2, 4], [4, 7], [8, 10][3, 6]}, il sottoinsieme Y = {[2, 4], [4, 7], [8, 10]} ha la stessa copertura di X .

Esercizio 4 – Punti � 10

In un certo linguaggio di programmazione che siete obbligati ad utilizzare, l’unica operazione disponibile sulle stringhe è il “taglio”: data
una stringa S di L caratteri ed una posizione k, con 1  k < L, l’operazione di divisione taglia la stringa in due stringhe di k e L � k
caratteri. Ad esempio, dividere alberto in posizione 2 restituisce ”al” e ”berto”. Il costo di questa operazione è pari a L, in quanto
richiede di copiare la stringa originale in due diverse zone di memoria.
Supponete di avere in input una stringa di L caratteri e un vettore V di n posizioni in cui tagliare la stringa. Ad esempio, dati
”checompitodifficile” e V = {3, 10}, il risultato è ”che”, ”compito”, ”difficile”. L’ordine in cui vengono effettuati i
tagli è importante, perchè a seconda dell’ordine si ottengono costi diversi. Ad esempio, supponete di avere una stringa di 19 caratteri
”checa..odiesercizio” e di doverla spezzare nelle posizioni 3, 8, 10, ottenendo cosı̀ ”che”, ”ca..o”, ”di”, ”esercizio”:

• Ordine: 3, 8, 10: costo 19 + 16 + 11 = 46

• Ordine: 10, 8, 3: costo 19 + 10 + 8 = 37

• Ordine: 10, 3, 8: costo 19 + 10 + 7 = 36

Scrivere un algoritmo che, dati V [1 . . . n] e L, restituisca il costo minimo necessario per spezzare la stringa originale secondo quanto
descritto in V . Discuterne brevemente correttezza e complessità.

Esercizio 3 – Punti ≥ 10 (Parte B)

Sia dato un insieme X di n intervalli della retta reale,
descritti tramite due vettori a[1 . . . n] e b[1 . . . n], dove
l’i-esimo intervallo è descritto da [ a[i], b[i] ] (estremi
inclusi).
La copertura C(X ) di X è l’unione di tutti i punti
della retta reale che sono inclusi negli intervalli in X :
C(X ) = ⋃

I∈X I
Scrivere un algoritmo che restituisca il più piccolo sot-
toinsieme Y ⊆ X , fra tutti quelli la cui copertura è
uguale alla copertura di X (C(Y) = C(X )s).
Discutere informalmente la correttezza della soluzione
proposta e calcolare la complessità computazionale.

Ad esempio, dati gli intervalli X = {[2, 4], [4, 7], [8, 10][3, 6]},
il sottoinsieme Y = {[2, 4], [4, 7], [8, 10]} ha la stessa
copertura di X .

Esercizio 4 – Punti ≥ 10 (Parte B)

In un certo linguaggio di programmazione che siete ob-
bligati ad utilizzare, l’unica operazione disponibile sulle
stringhe è il “taglio”: data una stringa S di L caratteri
ed una posizione k, con 1 ≤ k < L, l’operazione di
divisione taglia la stringa in due stringhe di k e L− k
caratteri. Ad esempio, dividere alberto in posizione 2
restituisce "al" e "berto". Il costo di questa operazio-
ne è pari a L, in quanto richiede di copiare la stringa
originale in due diverse zone di memoria.
Supponete di avere in input una stringa di L caratteri e
un vettore V di n posizioni in cui tagliare la stringa. Ad
esempio, dati "checompitodifficile" e V = {3, 10},
il risultato è "che", "compito", "difficile". L’ordine
in cui vengono effettuati i tagli è importante, perchè
a seconda dell’ordine si ottengono costi diversi. Ad
esempio, supponete di avere una stringa di 19 caratte-
ri "checa..odiesercizio" e di doverla spezzare nelle
posizioni 3, 8, 10, ottenendo così "che", "ca..o", "di",
"esercizio":

• Ordine: 3, 8, 10: costo 19 + 16 + 11 = 46

• Ordine: 10, 8, 3: costo 19 + 10 + 8 = 37

• Ordine: 10, 3, 8: costo 19 + 10 + 7 = 36

Scrivere un algoritmo che, dati V [1 . . . n] e L, restitui-
sca il costo minimo necessario per spezzare la stringa
originale secondo quanto descritto in V .

Discutere informalmente la correttezza della soluzione
proposta e calcolare la complessità computazionale.


